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ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ С КОНЕЧНОМЕРНЫМИ ЯДРАМИ
Найден общий вид всех линейных отображений с конечномерными ядрами. Для произвольных линейных отоб-
ражений, область определения которых погружена в пространство непрерывных функций, приведена формула
обратного отображения.
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Обозначения: E и F — векторные пространства (сокращённо: ВП) над одним и тем же
полем K1 (K1 — это поле R1 вещественных или C1 комплексных чисел), L(E,F ) — ВП над
K1 линейных отображений L : E → F (определённых на E со значениями в F ), kerL :=
{x ∈ E|Lx = 0} — ядро L, dimkerL — его размерность, E∗ — алгебраическое сопряжённое к E,
{li} ⊂ E
∗1 — линейно независимая система линейных форм, D := {x ∈ E|li(x) = 0}, T := L|D —
сужение L на D.
На основе утверждения (IV, 1.1) и фактов, изложенных в [1], доказывается
Т е о р е м а 1. Пусть L(E) = F . Тогда (dimkerL = n)⇔ ∃({li} ⊂ E
∗)∧∃T−1, где T−1 —
обратное к T отображение. При этом если li(vk) = δik,
2 то векторы
uk = vk − T
−1(Lvk) (1)
образуют биортогональный данным линейным формам базис kerL.
Основной результат, вытекающий из теоремы 1, — это следующее утверждение.
Т е о р е м а 2. Пусть L0 ∈ L(E,F ), L0(E) = F, — линейное отображение с конечно-
мерным ядром kerL0. Пусть, далее, li(vk) = δik. Положим
L(x) := L0(x)−
n∑
i=1
L0(vi) · li(x) (2)
Тогда если kerL0 ∩D = ∅, то векторы vk образуют базис ядра kerL.
Это следует из того, что отображение T : D ⊂ E → F , построенное по используемым в (2)
линейным формам, обратимо.
Вывод: отображениями, порождаемыми выражениями вида (2), можно исчерпать все ко-
нечномерные подпространства ВП E, то есть выражение (2) задаёт общий вид всех линейных
отображений L ∈ L(E,F ), L(E) = F , с конечномерными ядрами.
П р и м е р 1. Пусть v1(t) =
{
t2, t ∈ [−1, 0),
0, t ∈ [0, 1],
v2(t) =
{
0, t ∈ [−1, 0),
t2, t ∈ [0, 1],
l1(x) = x(−1),
l2(x) = x(1) и (L0x)(t) = x
′(t). Очевидно, li(vk) = δik. Используя (2), построим выражение
(Lx)(t) = x′(t)− v
′
1(t) · x(−1)− v
′
2(t) · x(1). (3)
Тогда заданные функции принадлежат ядру порождаемого выражением (3) линейного отоб-
ражения L и образуют его базис.
1Здесь и дальше i, k = 1, 2, . . . , n; δik — символ Кронекера.
2Биортогональность.
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П р и м е р 2. Пусть v1(t) = cos t, v2(t) = te
−t, l1(x) = x(0), l2(x) = x
′(0) и
(L0x)(t) = x
′′′(t)− x(t). Очевидно, li(vk) = δik. Используя (2), построим выражение
(Lx)(t) = x′′′(t)− (sin t− cos t) · x(0) + (2t− 3)e−t · x′(0). (4)
Тогда заданные функции принадлежат ядру порождаемого выражением (4) линейного отоб-
ражения L и образуют его базис.
П р и м е р 3. Пусть v1(t) = cos t, v2(t) = sin t, l1(x) = x(0), l2(x) =
∫
pi
−pi
sin s x(s) ds
и (L0x)(t) = x
′(t). Очевидно, li(vk) = δik. Используя (2), построим выражение
(Lx)(t) = x′(t) + sin t · x(0) − cos t ·
∫
pi
−pi
sin s x(s) ds. (5)
Тогда заданные функции принадлежат ядру порождаемого выражением (5) линейного отоб-
ражения L и образуют его базис.
З а м е ч а н и е 1. Приведённые примеры показывают, что в отличие от теории диф-
ференциальных уравнений (а) размерность ядра соответствующих отображений не совпадает
с его порядком и (б) задача Коши для (3) здесь не имеет решений.
В заключение рассмотрим вопрос о представлении обратного отображения к произвольно-
му линейному отображению T : D ⊂ E → F (безотносительно от размерности ядра) в локально
выпуклых топологических пространствах E и F в случае, когда элементами D являются непре-
рывные (или более высокой гладкости) функции x : Ω ⊂ Rn → K1.
Т е о р е м а 3. Пусть для линейного отображения T : D ⊂ E → F существуют топо-
логическое сопряженное T ∗ : F ∗ → D∗ и обратное T−1 : F → D отображения. Пусть, далее,
gt — однопараметрическое семейство решений уравнения T
∗zt = δt, где δt — мера Дирака.
Тогда обратное отображение представимо в виде (T−1y)(t) = 〈y, gt〉.
Действительно:
(T−1y)(t) = x(t) = 〈x, δt〉 = 〈x, T
∗gt〉 = 〈Tx, gt〉 = 〈y, gt〉 (6)
По-видимому, этот факт нигде в литературе в явном виде не отражён.
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